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Plan du cours

| Méthodes de calcul numérique
Il Résolution de systéemes linéaires
Il Calcul des éléments propres
IV Equations non linéaires
V Méthodes d’interpolation et d’intégration
VI Equations différentielles
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- Présentation du probleme
- Méthodes directes

- Méthodes itératives

- Application & 'équation de
Ia chaleur

- Matrices creuses
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Plan

@ Résolution de systémes linéaires
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. Présentation du probleme
Algorithmique
numérique

- Présentaton du probieme Probléme : trouver le vecteur x tel que :

- Méthodes directes

Méthodes itératives

- Appl

avec,
@ A, matrice carrée inversible n x n
@ b, vecteur de dimension n
@ x, vecteur solution de dimension n

Remarque

A inversible donc unicité de la solution x = A~'b
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- Présentation du probléme

Vi
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Solution naive (1/2)

Inverser la matrice A pour calculer A='b = x.

Probleme d’inversion

Equivalent & résoudre les systémes :

AXx = e
pour ide 1 a n, ou, e; est le i-eme vecteur de base de I'espace
vectoriel.
—> Résolution de n systémes linéaires.

—> Complexité++ !



. Formules de Cramer
Algorithmique
numérique

- Présentation du probléme
- Méthodes directes

Meéthodes itératives Exem ple aVeC n - 2

- Application & I'équation de
Ia chaleur

- Matrices creuses
a1 Xy + aipXe = by
a1X1 + a0Xe = b

Une solution existe si et seulement si :

ar a2
= = @118, — arpazy #0
a4y ap
et,
by a2 a1 by
o by ap @ be
TTA SN
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- Présentation du probléme
- Méthodes directes

Méthodes itératives

- Appl
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Formules de Cramer

Solution naive (2/2)
Utiliser les formules de Cramer

Formule générale

a ... a@k—1 b1 a ki
a .. Qo k— a
o det(Bx) - D 1 b k—1 b @k
det(A) : : :
a1 ... ank—1 bn ank+

Complexité ?

ai,n

s

as n

an,n
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- Présentation du probléme

Vi
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Solution naive (2/2)
Utiliser les formules de Cramer

Complexité

Calcul de n + 1 déterminants. Complexité du calcul d’un
déterminant ? Pour un matrix C de dimensions n x n :

det(C) Z (o) H Ci o)

ocESy

ou S, est 'ensemble des permutations de {1, ...,

signature de la permutation o.

@ ©O(n!) additions
@ O((n+ 1)!) multiplications

n} ete(o) la
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- Méthodes directes

Vi
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Soit le systéme : Ax=b>b

Principe
Transformer le systéme de maniére a se ramener au cas ou la
matrice est triangulaire. On recherche la matrice M telle que :

M.Ax = M.b

ou M.A est une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure).

Algorithmes
@ Gauss et Gauss-Jordan
@ Factorisation LU
@ Factorisation QR
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- Méthodes directes

Johann Carl Friedrich Gauf3
1777 - 1855

premiéres références en Chine, dans le livre
Les Neuf Chapitres sur I'art mathématique.

redécouverte par Newton
utilisation par Gauss pour retrouver Céres

N// (méthode des moindres carrés)
ROUTTE formalisation de la méthode par Legendre

AQUITAINE , \\\
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Passage a un systeme triangulaire
“Miénodes chectes ltération de deux phases de calcul :
1 Echange de lignes (et/ou colonnes)

2 Eliminations de variables

Résolution triangulaire (remontée)

X1 b;
0 —1:

Xn b,
T x = b

ou,

1 n
/
Xi=— | b~ tx
\\, bii
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Méthode de Gauss - échange de lignes

Algorithmique
numérique
A est inversible, donc il existe k tel que A1 # 0. On échange les
Présentaton duprobiene lignes 1 et k pour éliminer la premiére variable.

- Méthodes directes

On multiplie A a gauche par P; (pas stockée en pratique) :

0 --- --- 0 1
1 0
Py = 0 1
k—={1 o0 0
1
1
A1 x = by avec Ar=PiA
bi = Pib
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Moot Méthode de Gauss - élimination de variable
numérique

On multiplie A a gauche par la matrice d’élimination E; :
Présentation du probleme

- Méthodes directes I 1

Meéthodes itératives

E ion a l'équation de _ 21
\aAfhpa aatens aP 1 1
- Matrices creuses
E1 = _ k.1
a1
an,1
a1 1
A = E1 Aq
Ao x = b, avec
bs = Eiby
ai 1
0
La premiére colonne de Az est | .
0
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Méthode de Gauss - récurrence

Algorithmique
numérique

Présentation du probleme

- Méthodes directes

Méthodes itératives

A = 0 , bk

Akt = Ex1Pry1 Ax
bry1 = Exy1Pri1bx

Réduction de dimmensionnalité du probléme : AX = b
Convergence : dimension de A aprés n — 1 itérations = 1 x 1.

A, =M.A avec M = E,_1P,_1 ... E{ P, est triangulaire

supérieure.
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Méthode de Gauss

Algorithmique
numérique

Présentation du probleme
- Méthodes directes
Méthodes itératives

ication & 'équation de

Remarque 1
Par définition, on a :
o det(Ex) =1
o det(Px) = +1 (dépend du nombre de permutations)

Donc det(A) = tdet(An). Or, A, est triangulaire supérieure,
donc,

det(An) = H ai
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- Méthodes directes

Vi
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La stabilité dépend de la stratégie du choix du pivot :
@ pivot immédiat : premier élément non nul
@ pivot partiel : plus grand en norme dans la colonne
@ pivot total : plus grand norme de la matrice entiere

En général, on utilise le pivot partiel, car le pivot immédiat est trop
instable, et le pivot total trop colteux (nécessite la permutation de
colonnes).



Méthode de Gauss

Algorithmique
numérique

Présentation du probléme

- Méthodes directes

Remarque 3 - optimisation des calculs

On applique les mémes opérations sur A et b. On peut donc
travailler sur A a laquelle on adjoint la colonne b comme derniére
colonne.

On travaille alors sur (A|b), et on calcule M(A|b) = (MA|Mb).

On améliore la localité des données et on simplifie le code !
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- Méthodes directes

Vi
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Si on veut calculer explicitement un inverse, on résout le systeme
AX = | avec la méthode de Gauss, en utilisant la remarque
précédente :

M(Al) — (MA|MI)

On peut donc réaliser l'inversion matricielle sans changer la
complexité (& un facteur multiplicatif prés).

Besoin d’inversion

Attention : il ne faut pas calculer explicitement un
inverse inutilement !

En effet, quand on voit apparaitre la formule A~"u avec v un
vecteur, il faut résoudre Ax = u et ne surtout pas inverser A |
C’est beaucoup plus colteux et moins stable.



_ Méthode de Gauss - complexité
Algorithmique
numérique

Présentation du probleme
- Méthodes directes

Meéthodes itératives

e on e Additions | Multiplications | Echanges
: Py - - (n—k+1)
Ex (n—k+2) (n—k+2) -
x(n— k) x(n— k)
Remontée k (n—k) (n—k+1) -
Total O(n*/3) O(n®/3) O(n?/3)

Complexité : O(n®)
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- Méthodes directes

Vi
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Principe

Factoriser une matrix A :

A=P.LU

avec,
@ P : une matrice de permutation

@ L : une matrice triangulaire inférieure, avec des 1 sur la
diagonale

@ U : une matrice triangulaire supérieure

En anglais :

- Triangulaire inférieure :  Lower triangular
- Triangulaire supérieure  :  Upper triangular
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- Méthodes directes

Retour a la méthode de Gauss
On avait transformé A en A, triangulaire supérieure :
En1Pri1...EsPi/A= A,

Idée : A, est triangulaire supérieure comme U, donc pour avoir
A=PLU:

En 1Ph1...EsP1A= A,
—_— —

L—1p—17 U

Peut-on réorganiser les Ex et Pk pour faire apparaitre P et L ?

Vi
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- Méthodes directes

Vi
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Conjugaison par une matrice de permutation

Soit P une matrice d’échange de lignes (i, /) et Lx une matrice
triangulaire inférieure ne comportant que des 1 sur la diagonale et
des coefficients extra-diagonaux non nuls que sur la k'™ colonne.

Alorssii > ketj> k:
P.Ly = L.P

oul Ly est triangulaire inférieure, ne comportant que des 1 sur la
diagonale, et ses coefficients extra-diagonaux non-nuls sont ceux
de L, dans lesquels on a échangé la ligne i et la ligne j.



Algorithmique
numérique
- Méthodes directes Soit P une matrice d’échange de lignes (i = 3,j = 4), et Lx—1 une
matrice triangulaire inférieure telles que :
1 0 0 O 1 0 0 O
0 1 0O 21 0 0
P=1lo o o 1['5==[3 0 1 o0
0 0 1 0 4 0 0 1
Onai>ketj>k,donc:
1 0 0 O
= 2 1 0 0
ber=14 0 1 0
3 0 0 1
1 0 0 O
ou P.Lk:1 = Zk:1.P = i L 00
0 0 1
N// 3 0 10
Bordeaux INP s~
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- Méthodes directes

Vi
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Construction de la décomposition PLU

Les matrices P; ne font qu’échanger une ligne i avec une ligne > .
Donc on peut appliquer le lemme précédent a toute matrice E;
pour j < i.

Ay = E,_1Po_i...EiP/A
= Eni(Pi1.En2)...(PaEr).PLA
= E,(E .. Prq...PLA

U = LTPTA

L"=E,_,.. E
L=E". . E,

ol E " est une matrice triangulaire inférieure dans laquelle les
éléments extra-diagonaux sont les opposés des éléments
extra-diagonaux de E.



Décomposition LU - algorithme

Algorithmique
numérique
Présentation du probleme Entrée A
- Méthodes directes .
Wéthodes tératves | Sortie L, U
Algorithme
e U+ A
o L+ Id

@ Pourk=1n

@ Pivotage des lignes
@ Pourj=k+1,n

° mul < Ujx/ Uk k

° Lk < mul

° Pouri=k,n

) Uj,/ — Uj,i — mul x Uk,j
@ Retourner L, U
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_ Décomposition LU - complexité
Algorithmique
numérique

Présentation du probleme
- Méthodes directes |
tives

arequation do Nombre d’échanges <n+1

Nombre de multiplications (n— k) pour L,
(n—k)(n—k+ 1) pour U
Nombre de soustractions | (n— k)(n— k + 1) pour U

Complexité ? Toujours O(n?) (ce qui est rassurant). En évaluant la
constante :

Complexité : O(5n°)
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_ Décomposition LU
Algorithmique
numérique

Présentation du probleme

- Méthodes directes

Méthodes itératives

pptaton aFéquaton de Remarque : stockage

- Matrices creuses . . o) . . . ol
Comme U est triangulaire supérieure et L triangulaire inférieure

avec des 1 sur la diagonale, on peut stocker la décomposition LU
dans une matrice n x n.
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Algorithmique
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Pour résoudre le systeme Ax = b, on procede ainsi :

Methoces drectes @ On fait la décomposition LU : O(n®)
@ On aalors L.U.x = b, on fait une résolution triangulaire
Ly=>b:0(r?)

@ Puis une seconde résolution triangulaire U.x = y : O(n?)

Si on veut résoudre des systemes avec des seconds membres
successifs by, bo, . . ., on fait alors une fois la décomposition LU
(de plus grande complexité), puis on n’a plus qu’a résoudre les
systemes triangulaires les uns apres les autres.

On peut trouver des matrices sur lesquelles la factorisation LU est
. . q

instable, mais on ne rencontre jamais de telles matrices dans les
\\‘ lp problémes scientifiques réels.

Bordeaux INP ——
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Factorisation de Cholesky

. Dans le cas ou A est symétrique définie positive (SDP, ou SPD en
anglais), on peut faire mieux en utilisant la décomposition de
Cholesky :

A— L'

ou L est une matrice triangulaire inférieure.

W André-Louis Cholesky (1875 - 1918)
Vi

Bordenun NP Officier de I'armée francaise, il est le premier a formaliser la
AQUITAINE ,\\\ méthode (en 1910).

31/66
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- Méthodes directes

Vi
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Factorisation de Cholesky
Idée : si A est SDP, prenons la décomposition LU de A.

A=LU
Les coefficients diagonaux de U sont strictement positifs (car A
est SDP). Prenons :
@ D = diag(U)
@ /D la matrice diagonale dont les coefficients sont les racines
carrées de ceux de D

o V=D"U
On peut alors écrire :
A=LD.V=(LVD)(VDV)
‘A= A= ("V.v/D)(VD.'L),dou V= 'L
Donc enprenant £ = L.v/D,ona A= L'L.
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- Méthodes directes

Vi
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Ce n’est évidemment pas a partir de la décomposition LU qu’on
calcule la factorisation Cholesky (cf. projet).

Contrairement a LU, on peut démontrer que cette factorisation est
toujours stable.

Si A est seulement symétrique inversible, mais pas SDP, il existe
une décomposition A= L.D.'L, ou D est une matrice diagonale, et
L triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale.

Une matrice A est SDP si et seulement si elle admet une
factorisation de Cholesky.
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- Méthodes directes

Vi
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Idée
Rarement utilisé pour résoudre un systéme linéaire, elle est utile

pour les algorithmes avancés (cf. projet 3) ou la méthode des
moindres carrés. Elle fait apparaitre une matrice orthogonale Q.

La décomposition QR peut se faire sur une matrice rectangulaire.
Prenons A de dimensions m x n.

Factorisation QR pleine
A = Q R
(m, n) (m,m)  (m,n)

@ Q est une matrice orthogonale
@ R est une matrice triangulaire supérieure
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- Méthodes directes

Vi
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Factorisation QR pleine
A = Q R
(m, n) (m,m)  (m,n)

@ Q est une matrice orthogonale
@ R est une matrice triangulaire supérieure

A Q R

Q a des colonnes "inutiles" (multipliées par des 0 de R, elles
permettent juste de garder la structure orthogonale de Q).

m<n: =
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- Méthodes directes

Vi
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Factorisation QR réduite
A = Q R
(m, n) (m,n) (n,n)
@ Q est une matrice & colonnes orthonormales
@ R est une matrice triangulaire supérieure

A T
On n'a plus les colonnes "inutiles" de la décomposition pleine,
mais Q n’est plus une matrice orthogonale (car pas carrée).
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- Méthodes directes

Vi
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La matrice Q est orthogonale.

@ Chague ligne / colonne est de norme 1, (on parle aussi de
matrice unitaire, pour les complexes)

o Deux lignes / colonnes distinctes de Q sont orthogonales
entre elles

o |Q'Q=Id| autrementdit Q~' = 'Q

@ Le conditionnement «(Q) vaut 1, donc multiplier par Q n’est
pas source supplémentaire d’instabilité numérique.

Construction de Q et R
@ Orthogonalisation de Gram-Schmidt
@ Utilisation de rotations successives : rotations de Givens

@ Utilisation de réflexions successives : matrices de
Householder

Dans la suite, on va détailler la méthode utilisant des matrices de
Householder.



Algorithmique . , Zat
numérique Les matrices de Householder représentent une symétrie

orthogonale par rapport a un hyperplan.

- Méthodes directes

On prend 7i un vecteur unitaire normal a I'hyperplan. Pour un
vecteur quelconque 4, 'opérateur H de Householder :

H(U)=U—2(d-n[)i
En écriture matricielle, la matrice de Householder H :
Hu = u-2('unn
= wu-2n('un) <« ondéplace le scalaire
= wu-2n('nu) <« symétrie du produit scalaire
= u-2(n'nju «  associativité

\y = (ld—2n'nyu

Bordeaux INP —— D’ou

AQUITAINE ,\\\
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Présentation du probleme

- Méthodes directes

Méthodes itératives

Bordeaux INP s~
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Matrice de Householder

H=Id - 2n'n

Propriétés
@ H symétrique : 'H=H
@ H auto-inverse (logique pour une symétrie), vérification :
HH = (Id—2n'n)(Id —2n'n)
t

Id —4n'n+4n‘'nn n
—

:
= Id

@ H est bien une matrice orthogonale
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- Méthodes directes

Vi
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Choix de I'hyperplan

On souhaite choisir n de maniére a avoir une matrice Hy,v qui
projette un vecteur u sur un vecteur v de méme norme :

Huvu=v
On adonc:
Hoou = u—-2('umn = v
donc u—v = 2(‘un)n
Si'u.n=0,u=v,H = Id convient.
Sinon, n colinéaire a u — v, donc| n = iﬁ pour H




. Calcul de la décomposition QR
Algorithmique
numérique

Présentation du probleme
“Métodes drectes |} Pour calculer la décomposition QR de la matrice A, prenons

Méthodes itératives

psimad A=A
- Matrices creuses . u |a premiére Co|onne de A
[ull
0
o v= .
0

On prend alors
01 = Hu,v
A = QA

La premiére colonne de A; estdonc v.

Bordeaux INP s~
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. Calcul de la décomposition QR
Algorithmique
numérique

Présenttian d proiéme On peut alors répéter le processus. A I'étape k :
- Méthodes directes
Meéthodes itératives

- Application & I'équation de

la chal

- Matrices creuses

lak

A = 0 s Qurr =

An = (Qnon71 e Q1 )A
et les Qx sont auto-inverses, donc :

A=Q...Q An
—_——
Q R

Bordeaux INP s~

AQUITAINEM/\

42/66




Décomposition QR

Algorithmique
numérique

Présentation du probléme
- Méthodes directes |

Méthodes itératives

- Appl

Complexité

Pour une matrice m x n: O(5(n x m x min(n, m))), donc pour une
matrice n x n: O(3n°).

Résolution du systéme

Si A carrée, pour résoudre Ax = b :
@ décomposition QR : QRx = b
o calculdey = 'Qb: Rx = 'Qb=y
@ résolution triangulaire Rx = y

Bordeaux INP s~
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- Méthodes directes

Vi
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On considére le systeme Ax = b, avec A une matrice m x n, ou
m > n. Cette fois-ci, on a plus d’équations que d’inconnues, donc
aucune solution exacte. On cherche alors a minimiser les carrés
des erreurs :

x = argmin(||b — Ax|[?)

En 2D, on peut penser a la régression linéaire de m points
(X17y1)a oo '7(Xm7ym) :

X1 1 i
Xo 1 Yo
A = . . 7b =
Xm 1 Ym
de solution (g) La solution est alors la droite D(x) = ax + 3.



Algorithmique
numérique

- Méthodes directes

Vi
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Trois méthode de résolution, de la moins stable a la plus stable :

Factorisation de Cholesky
La premiére utilisée historiquement :
@ Calcul de 'AA et 'Ab
@ Factorisation de Cholesky 'AA = R'R
@ Résolution triangulaire ‘Rw = 'Ab pour w
@ Résolution triangulaire Rx = w pour x

La plus utilisée en pratique :
o Calcul de la décomposition réduite A = QR
o Calcul du vecteur y = 'Qb
@ Reésolution triangulaire Rx = y pour x

SVD

Voir chapitre 3. Méthode colteuse, a utiliser pour des problemes
difficiles.



Algorithmique
numérique

e Résolution de

systémes linéaires
Présentation du probléme

- Méthodes directes

- Méthodes itératives

- Application & 'équation de
Ia chaleur

- Matrices creuses
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o Résolution de systemes linéaires

@ Méthodes itératives
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- Méthodes itératives

Vi
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Directe
Jusqu’a maintenant, on a vu des méthodes directes :
@ nombre d’étapes de calcul fixe pour obtenir le résultat

@ on peut espérer avoir une solution de I'ordre de la précision
machine si le probléme est bien conditionné

Voyons maintenant les méthodes itératives :

@ on part d’'une solution initiale xo, puis on applique des
opérations pour calculer x; plus proche de la solution, et on
répéte le processus

o il faut choisir quand s’arréter, pouvoir évaluer quand la
solution est satisfaisante

@ pas de garantie de convergence vers la solution
o plutbt adaptés aux trés grands systemes
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numérique

Présentation du problém:

- Méthodes directes
- Méthodes itératives

- Application a I'équation
Ia chalet

- Matrices creuses

Vi
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Gauss écrit a son étudiant Gerling, a propos d’une méthode
itérative qu’il utilise, le 26 Décembre 1823 :

"[...] Je te recommande également cette méthode. Tu n'utiliseras
plus jamais I'élimination directe, du moins quand tu as plus que 2
[inconnues]. La procédure indirecte peut étre faite en étant a
moitié endormi, ou en pensant a d’autres choses."

(traduction approximative d'une traduction anglaise réalisée par mes soins)
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On va étudier un type de méthodes itératives assez simple : les
méthodes de point fixe.
- Méthodes itératives Principe de la méthode
On cherche la solution x € R"” de x = Ux + C. On va appliquer
une méthode de point fixe sur f :

f:x—Ux+C

On calcule la suite de vecteur (xn) :

Xo fixé (choisi arbitrairement)
Xny1 = f(Xn)

On a alors :

Xny1 — X = (Uxn + C) — (Ux + C) = U(xn — x)
Xn — X = U"(x0 — X)

\\‘/ Convergence si et seulement si ||U|| < 1 (pour au moins une
Bordeaux INP w—. norme matricielle donnée).
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Reprenons le probléme initial de la résolution de A.x = b.

- Méthodes itératives

On écrit: A= M — N, avec M (facilement) inversible. Ax = b

devient :
M-N).x = b
Mx = Nx+b
x = M'Nx+M'hp
N—— N——
U C

Concrétement, écrivons :

A=D-E-F=

N\ et supposons D inversible.

Bordeaux INP ——
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obleme

- Méthodes itératives
- Application & 'équation de
la chaleur

- Matrices creuses
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Méthode de Jacobi

GG b

Charles Gustave Jacob Jacobi (1804 - 1851)

Méthode de Jacobi

Onprend M=DetN=E+ F.
Une itération s’écrit alors :

XD = i( —ai ) —ay e —ay, XM + by)
é"*” g (caax" —apax) —az, x5 + b)
XD = o (—an ax oy —ann 1x%, +bn)

Avantage : méthode parallele, on peut calculer chaque x(k“)

indépendemment.
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Méme méthode, mais a chaque étape on utilise les x(k“) déja
calculés.
- Méthodes itératives
M=D—-FetN=E
X0 4( —ay 6 —aw,sxék) —ay ank + b1)
“*” = (e —azax” —az,nx" + bz)
;('r<7’;+1) = 17(73”.1)(1“(—1) —an n—1X(k,711) +bn)
Xpt1 = D_1(Fxn+1 + EXn + b)
Convergence plus rapide, mais moins de parallélisme !
o Carl F. Gauss (1777 - 1855)
@ Philip Ludwig Von Seidel (1821 - 1896)
N La méthode de Gauss-Seidel n’était pas connue de Gauss, et
// n’était pas recommandée par Seidel.
Bordeaux INP s~
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Présentation du probléme
- Méthodes directes
- Méthodes itératives

- Application & I'équation de
Ia chaleur

- Matrices creuses

Bordeaux INP s~

AQUITAINEM/\

53/66

Méthode de relaxation

Plus généralement, on peut utiliser un paramétre w € R* :

M = %D —F

N=1¢“D+E
X1(k+1) = a‘%(ﬁ — w)a1_1x1(k) —wa1,2x2‘k) s —wa1,nx,(,k) +wb1)
K = 32‘7(—wa2,1x1‘“” +(1 —w)ax) - —wap +wby)
XD = ﬁ"(fwamx}k“) s (1 = w)an, X twby)

x*D = (1 — ) x® 4 WD (Exn + FXoy1 + b)

Remarque
La méthode de Gauss-Seidel est la méthode de relaxation avec
w=1.
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- Méthodes itératives

Vi
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Convergence si le rayon spectral p(M~'N) < 1 (pas évident &
calculer en pratique).

En pratique
@ Si A est a diagonale strictement dominante : Gauss-Seidel et
Jacobi convergent

@ Si A est SDP : la méthode de relaxation converge
< w €]0, 2[, Gauss-Seidel converge aussi

@ Si Aest tridiagonale : Gauss-Seidel converge < Jacobi
converge (et Gauss-Seidel converge plus vite).

@ Si A est tridiagonale et SDP : les 3 méthodes convergent et w
est optimal pour :

2
ST A=)

ou p(J) est le rayon spectral pour la méthode de Jacobi.
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- Méthodes itératives

Vi
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Il existe des centaines de méthodes itératives ! Parmi les plus
utilisées, on peut noter la méthode du gradient conjugué et
GMRES.

Pour les matrices SDP, cette méthode revient a trouver le
minimum d’une forme quadratique :

f(z) = % ‘2Az— 'bz
dont le gradient est :
f(z)=Az-b

Méthode facile a implanter et efficace (cf. projet)

GMRES

Algorithme plus complexe, utilisable sur toutes les matrices.

Il fait partie de la famille plus vaste des méthodes de Krylov, qui
nécessitent le stockage d’'une base, que I'on enrichit d’'un nouveau
vecteur a chaque itération, ce qui peut devenir colteux en
mémoire si la convergence est lente.
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e Résolution de
systémes linéaires
Présentation du probleme
- Méthodes directes
Meéthodes itératives

- Application & I'équation de
Ia chaleur

- Matrices creuses

Plan

o Résolution de systemes linéaires

@ Application a I'’équation de la chaleur

N
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- Application & 'équation de
Ia chaleur

Vi
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Comme application simple, on va modéliser I'équation de la
chaleur en régime permanent avec I'équation suivante :

AT +f=0

ou A est 'opérateur Laplacien, T le température, et f une fonction
représentant la production de chaleur dans le volume.
En 2 dimensions, on peut réécrire I'équation :

PT  0°T

W‘FT}/Z-I—)((X,}/):O
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- Application & 'équation de
Ia chaleur

Vi
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On veut modéliser le probléme dans une carré [0; 1] x [0, 1].
On va devoir discrétiser I'espace. Pour cela, on va utiliser la
méthode des différences finies :

Différences finies

On va représenter la température en certains points d’une grille
N x N. La température en (x;, y;) est notée {;;, i et j étant des
entiers allantde 1 a N.

X = 5
tij = T(xiy;) avec { : i
Yi=~NA
on note la distance entre les points adjacents h = /ﬁ

1
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Comment évaluer les dérivées partielles de T ? Avec la méthode
des différences finies, on utilise le développement de Taylor a
- Application a 'équation de I'ordre 2 :

f(x + h) = f(x) + hf'(x) + %f”(x) Tt A (x) + o(h7)
f(x — h) = £(x) — hf'(x) + 217(x) + ... + EDAO) (x) + o(h")

nt

En soustrayant, on peut ainsi estimer les dérivées partielles :

(ﬂ) o Tithy)—T(X—hy) _ bije1—tij—1

ax )i 2h = 2h
aT o Ty +h) =Ty —h) _ tigqj—ti1y
)i~ 2h = 2h

En sommant, on obtient pour les dérivées secondes :

(BZT) o Txithy) =Txi—hy)=2T(xiy;) _ bije1—tij—1
i,J

ax2 h2 - h2
82T o Ty +Hh) =Ty —h)=2T(xy) b1 j—ti—1,
a2 )i~ h2 - 2

Vi
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- Application & 'équation de
Ia chaleur

Vi
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On représente le champ de température T par un vecteur de taille
N2 :

T=" [CICHE ST S TV YR R o N -3 VIR VR N (YA Y

ligne 1 ligne 2 ligne N

Lopérateur Laplacien sera alors représenté par une matrice A
N? x N2 (cf. projet) et la résolution de I'’équation correspondra & la
résolution d’un systeme linéaire :

AT =F

ol F dépendra du flux de chaleur imposé en chaque point.
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e Résolution de

systémes linéaires
Présentation du probléme

- Méthodes directes
Méthodes itératives

- Application & 'équation de
Ia chaleur

- Matrices creuses
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o Résolution de systemes linéaires

@ Matrices creuses
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- Matrices creuses

Vi
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Les systemes d’équations aux dérivées partielles fournissent
souvent des matrices comme celle décrite pour I'équation de la
chaleur (a écrire dans le projet). On peut noter 2 choses :

@ A est de grande dimension (N? x N? dans notre exemple,
mais N° x N® pour du 3D...)

@ A est principalement composée de 0

Il parait assez inefficace de stocker toute la matrice au format
dense, c’est a dire stocker tous les coefficients!

Matrices creuses

Un format de matrice plus adapté est celui des matrices creuses :
on ne stocke que les coefficient non-zéro.
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Considérons la matrice :

- Matrices creuses

oo =
N O W
oo hO
© o O O

Format coordonnées (COO)

Un des formats les plus simples consiste en une structure de 3
tableaux de taille d le nombre de non-zéros :

@ | :indice de ligne du coefficient
@ J :indice de colonne du coefficient
@ V : valeur du coefficient a cette position

Ainsi, un stockage possible de notre matrice dans ce format :

1, 1,2 2 3 3 4 4 ]
\V; R [ o O G G o) 4 ]
Bordeaux INP —— \Y [ 1.0, 2.0, 3.0, 40, 50, 6.0, 7.0, 8.0 ]
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- Matrices creuses

Vi
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Il existe une multitude de formats, mais il est assez facile de se
convaincre que la complexité des opérations avec de telles
matrices devient vite avantageuse lorsque les dimensions
augmentent. Elles dépendent du nombre de non-zéros d :

Addition A+ B | O(da+ds)
Produit matrice-vecteur | Ax O(da)
Produit matrice-matrice | AB O(nda)
Transposition TA O(da)

Solveurs creux

Le probleme de résoudre des trés grands systemes linéaires
creux le plus efficacement possible est un grand enjeux
scientifique et industriel !
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- Matrices creuses

Vi
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Solveurs denses
Les bibliothéques de référence respectent les interfaces :

@ BLAS : Basic Linear Algebra Subprograms, pour les
opérations de bases (produit scalaire, matrice-vecteur,
matrice-matrice).

@ LAPACK : Linear Algebra Package pour les opérations plus
avanceées (factorisation LU, QR, calculs de valeurs
propres. . .)

Implémentations :

@ OpenBLAS : ayant comme principal avantage d’étre libre et
open-source

@ MKL : bibliothéque propriétaire d’Intel, la plus performante en
théorie

Il existe une grande multitude de solveurs creux ayant chacun leur
spécificité. Exemple de solveur creux direct : PaStiX (Inria
ENSEEIRB), MUMPS (ENSEEIHT), ...
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@ Numerical linear algebra, Lloyd N. Trefethen; David Bau, I
(plus pédagogique)

@ Matrix computations 4th edition, Gene H. Golub; Charles F.
Van Loan (plus complet)

@ lterative Methods for Sparse Linear Systems, Yousef Saad
(plus orienté méthodes itératives)

Vi
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